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Единый подход рассмотрения канонических 
уравнений кривых второго порядка 


Предложена общая теория классификации кривых второго порядка на основе одного общего определения. 
Получена единая формула для эллипса (окружности), гиперболы и параболы, что значительно упрощает 
вывод свойств этих линий и связь между ними. 


Введение 


Раздел аналитической геометрии, связанный с кривыми второго порядка, тради- 
ционно излагается исходя из определений эллипса, гиперболы и параболы как гео- 
метрического места точек (г.м.т.), удовлетворяющих определенному, характерному 
данной кривой геометрическому свойству. Например, эллипс определяется как г.м.т., 
для которых сумма расстояний до двух фиксированных точек ЕЁ, и Р›, называемых 
фокусами, есть величина постоянная. Гипербола определяется аналогично, но вместо 
суммы расстояний рассматривается абсолютная разность расстояний. Наконец, парабо- 
ла определяется как г.м.т., для которых расстояние г от фокуса Ё до произвольной 
точки кривой М равно расстоянию 4 до некоторой прямой О, называемой директри- 
сой [1], [2]. Определения различаются друг от друга, нет единого подхода, более того, 
не ясно происхождение этих определений. 

Принципиально различают два подхода в изложении раздела, связанного с кривы- 
ми второго порядка. Условно назовем их аналитическим и геометрическим. В основе 
первого из них уравнения кривых второго порядка вводятся соответствующими ана- 
литическими выражениями, а геометрические свойства кривых выводятся исходя из 
аналитических уравнений [3]. 

В другом подходе в качестве определений принимаются геометрические свойства 
эллипса, гиперболы и параболы. Как правило, в качестве определений кривых прини- 
маются геометрические свойства фокальных радиусов [4], [5]. 

Оба подхода имеют существенные недостатки. В аналитическом подходе урав- 
нения кривых «декларируются» и не видно их происхождения. В геометрическом под- 
ходе вывод уравнений кривых (за исключением уравнения параболы) сопряжен со 
сложными и громоздкими вычислениями. 

Наконец, существует еще один подход, основанный на использовании свойств 
симметрии кривых. Этот подход позволяет получить канонические уравнения кривых 
из общего алгебраического уравнения второй степени [6], [7]. Надлежащим выбором 
декартовой системы координат и определения кривых второго порядка, основанных 
на свойствах фокальных радиусов и директрис (на различиях значений эксцентрисите- 
тов различных типов кривых), общее уравнение приводится к каноническому уравне- 
нию соответствующей кривой. 
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|1 Вывод канонических уравнений линий 
второго порядка 
Рассмотрим общее уравнение второй степени с двумя неизвестными хи у 
ах‘ +2а,ху+а»у’+2а,х+2а:у-аз=0, (1) 


2 2 2 > 
где а, +а, +а, =0, а, а.,....аз - коэффициенты уравнения, заданные действи- 
тельные числа. 

Определим линию второго порядка как г.м.т., для которых отношение расстоя- 
ния г от заданной фиксированной точки Е ‚ называемой фокусом данной кривой, до 
произвольной точки М кривой к расстоянию 4 до некоторой прямой О, называемой 
директрисой, является постоянной величиной е, называемой эксцентриситетом. 

Поскольку ’> 0 и 4>0, то для отношения 7/4 возможны три значения: 0 <е<1 
(эллипс), е=1 (парабола), е>1 (гипербола). 

Расположим ось ординат у декартовой системы координат перпендикулярно ди- 
ректрисе О (на расстоянии р от начала координат), а фокус искомой линии - на оси 
абсцисс х в точке (с,0). При таком выборе системы координат уравнение искомой 
кривой не должно измениться при замене у->-у (кривая должна быть симметричной 
относительно оси х), что означает равенство нулю коэффициентов а, и а,. . В резуль- 
тате имеем уравнение 

ах’ +а»у’+2а,х-аз=0. (2) 

Заметим, что в этом выражении легко выделить полный квадрат по переменной х. 

Это означает, что имеется два различных случая — уравнение (2), в котором а, = 0, 


аз =биа,=а.. =0, а. =0: 


ах +а» уфа, =0иа»у’+2а,х=0. (3) 
Ту т у О. 
М К к м 


Рисунок 1 — К выводу канонических уравнений эллипса и гиперсолы 
Введем формально параметр 4 и, не теряя общности изложения, обозначим 
а, =1-#>0. Запишем оба случая, используя д — символ Кронекера, который опреде- 


1 ТЕЛ 
ляется равенством д„ = 


тп 


0, тЕп 
(1- д)х? + й- у" + 0.12а,х —@-Ла., =0. (4) 
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В обоих случаях уравнений (3) коэффициент а., = 0, поэтому разделим уравнение на 


а, >0 и ппереобозначим “И Чз а получим 
22 р Чт» Я, @зз, у 
а>> Я>> Я>> 
22 
1-1)х+у+4,.2азх-И-#)аз =0. (5) 


Рассмотрим случай 7 *1, в котором возможны два варианта: а, > 0,а.; > 0,4 <1 


иа, >0, а,,>0, д>1.В случае 1 <1 
2 2 


х у 


+ 
аз (-лаз 


Введем обозначения а’=аз:, 5’ =(1-1)а.. = (1- Да” , при этом, уравнение принима- 


ет вид канонического уравнения эллипса 
2 2 


НХ 
ВХ + к — 1. (6) 
а’ Б 
Выясним смысл параметра 4, поскольку смысл параметров а и Б=`/1-да<а 
очевиден и следует прямо из уравнения (6) — это большая и малая полуоси эллипса. 


2 2 
Ь =(1-1)а >14 =1 о ве м 
а | 


Назовем полученное выражение для е„„ эксцентриситета эллипса. 


В случае 4 > 1, что эквивалентно е > 1, получим уравнение гиперболы и найдем 
выражение для эксцентриситета гиперболы 
2 2 22. 
х Ь 
ее где 5? = (2? -Па’ >е„=. 1+, >1. 
а’ (е- Па а 


Запишем каноническое уравнение гиперболы в привычном виде 
2 2 


К =1. (7) 
а’ ЬБ 
Замечание. В определениях эллипса и гиперболы фигурируют только один фокус и 
одна директриса. Симметрия уравнений (6) и (7) относительно оси ординат означает, 
что у кривых по два фокуса Ё(-с,0) и ЕР, (с,0) и по две директрисы ВБ, :х=-4 и 


р,:х=а. 


ы а 
Остается рассмотреть случай Я =1 или е=1. Полагая в уравнении (3) р=--—>0, 
Ч 
получим каноническое уравнение параболы 


у’ =2рх, (8) 
где смысл параметра р: р/2 - расстояние от фокуса до начала координат, то есть 
Е(р/2,0). 

Теперь можно записать все линии второго порядка в канонических формах 
ОДНИМ выражением в зависимости от значений эксцентриситета е 


(-е)с‘-а у? =0, 2 рх. (9) 


Заметим, что кроме полученных ранее уравнений эллипса (6) при е< 1, гиперболы (7) 
при е>1, параболы (8) при е =1, имеем также уравнение окружности х’+ у’ =-а* 


при е=0. 
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Рисунок 2 — Классификация линий второго порядка по значениям 


2 ' 
эксцентриситета е, Е (—\уа*-Ь?,0), Е, (Ма’-Б” ,0), Е(-Уа’ +5”, 0), Е, (Уа’+Ь”,0) 


2 Основные геометрические свойства 
линий второго порядка 


Рассмотрим некоторые важные геометрические свойства линий второго порядка, 


следуя логике предыдущего пункта. 
Прежде всего, установим свойства фокальных радиусов кривых и связь между па- 
раметрами а,б,с для эллипса и гиперболы. Для этого рассмотрим положения фокальных 


радиусов, как показано на рис. За). 


а) 6) 


Рисунок 3 — К выводу геометрических свойств эллипса 


Согласно определению эллипса 


В Е ый =е, к + =(МК!|+ МК,}е = соп5. 
МК, МК, 
С другой стороны, в точке В и (а,0) +» (а,0) =с+а+(а-с)=2а. Откуда следует важ- 


ное свойство фокальных радиусов эллипса 
и +В =2а, (10) 
которое часто берется в качестве определения эллипса. 
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Определение. Эллипсом называется г.м.т., для которых сумма расстояний до двух фик- 
сированных точек Е и ЕР. ‚ называемых фокусами, есть величина постоянная. 


Сравнивая полученные выражения, имеем (МК, + МК, е =2а. В точке М =А 
а 
имеем АК, = АК, =, откуда получим уравнения директрис ДБ, и О.: 
е 


ХЕ“. (0 
е 


Из рис. 3 б) в точке А 77(0,Б) = = (0,6) =с*+5* =а”. Откуда следует важное свойство 


эллипса 
с =а’-Ь. (12) 
Подставим это выражение в выражение для эксцентриситета эллипса, получим 
и 2 2 2 
Ь а’-Ь [6 [6 
е = 1 — 5 == 5 == 5 == . 
а | а {а а 


Это есть общее выражение для эксцентриситета как для эллипса, так и, как мы 

увидим ниже, для гиперболы 
е=—. (13) 
а 

Как правило, выражение (13) используется в качестве определения эксцентри- 
ситета линии второго порядка. 

Найдем выражения для фокальных радиусов стандартным путем, записав фокаль- 
ные радиусы через координаты. Для фокуса Е, эллипса имеем: 


7 =\/(х+0)* +у’ = («+ ЕВ" (1-х Га?) — 


у. 
Хх 
= (х+с)’ +(а’- с”) > = 


2 
2 С 2 с 
@ 2+ х =а+ ХЕХ 
а а 
Аналогично для фокуса Е: ь =а-ех. 
Итак, выражения для расстояний от фокусов эллипса до произвольной точки М 
эллипса 
п =а+ех, ь =а-ех. (14) 


Аналогичные геометрические свойства рассматриваются для гиперболы. 


-.-а х=а 


Рисунок 4 — К выводу геометрических свойств гиперболы 
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Согласно определению гиперболы 


п (У) _ 5 (%У) _ 
мк, МК» 


е, п —в, = (МК! -МК»}е = соп5. 


С другой стороны, в точке В и (а,0)-— + (а,0) =с+2а-с=2а. Откуда следует важное 
свойство гиперболы и —7, =2а . Для левой ветви гиперболы имеем и —и =-2а. В ре- 
зультате 

и = |=2а. (15) 


Это свойство часто берется в качестве определения гиперболы. 

Определение. Гиперболой называется г.м.т., для которых абсолютная разность рас- 
стояний до двух фиксированных точек Ё| и Е, ‚ называемых фокусами, есть величина 
постоянная. 

Уравнения директрис гиперболы совпадают с уравнениями для эллипса (11). По- 
скольку для эллипса е < 1, то директрисы находятся за пределами области, ограничен- 
ной кривой, а для гиперболы е > 1, следовательно, между ветвями гиперболы. 

Из рис. 4 6) следует важное свойство гиперболы 

п=аь, (16) 

Подставив это выражение в формулу для эксцентриситета гиперболы, придем к 
определению эксцентриситета (13) 

Ь? а? +? сс 
е = 1 + = = = 


2 2 2 . 
а | а а а 


Для гиперболы выражения для фокальных радиусов и и 7, как для эллипса (14), 
ное>1. 

Остается рассмотреть параболу. В отличие от эллипса и гиперболы, для описа- 
ния которых используется два параметра а ие или пара чисел а и Ь, в описании 
параболы используется только один параметр р (в этом случае е=1). 


Рр!2,0] 


Рисунок 5 — К выводу геометрических свойств параболы 


Напомним определение параболы 
Определение. //араболой называется г.м.т., для которых расстояние до фокуса Г рав- 


но расстоянию до некоторой прямой, называемой директрисой. 
7(х,У) _ _ ь 
Согласно определению параболы имеем ——^-^ =е=1-— 7(х, у) = МК ‚ или в ко 


мк 
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ординатах 
2 
р 2 р 
х- у =х+ 
| ,) . 2 


Возведем обе части уравнения в квадрат, приведем подобные члены, получим кано- 
ническое уравнение параболы у =2рх ‚ из которого следует смысл р, называется 
параметром параболы и равен расстоянию от фокуса до директрисы. 


Заключение 


В предлагаемой теории вывод канонических уравнений и классификация 
линий второго порядка производится на основе единого определения для всех линий 
второго порядка. Подход позволяет записать все типы кривых, эллипс (окружность), 
гиперболу, параболу в виде одной формулы (9). Вывод канонических уравнений 
произведен из одного общего определения для всех типов кривых второго порядка. 
Основой вывода и классификации кривых используется различие эксцентриситетов 
для кривых различных типов. 

Общий подход позволяет сформулировать ряд геометрических свойств кривых 
второго порядка, а именно свойства фокальных радиусов, выражения фокальных ра- 
диусов через эксцентриситет, уравнения директрис, связь параметров для каждой из 
кривых, обосновать наличие двух фокусов у эллипса и гиперболы. 
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@диний шдхщ розглядання канон!чних рвнянь другого порядку 

Запропанована загальна теорйя класифлкацй кривих другого порядку на основ! единого загального визначення. 
Отримана едина формула для елшса (окружност!), гтерболи та параболи, що значно спрощуе висновок 
властивостей цих ли та зв’язок миж ними. 


Статья поступила в редакцию 15.02.2010. 
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